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Abstracts. In given the lecture for Mathematics or another names is Calculus we must following
the based of Recana Perkuliahan Semester (RPS) and therefore we didn’t to introduction for
student Specific Integrals and therefore we introduction specific integrals.

Abstrak. Dalam melaksanakan tugas perkuliahan, para rekan dosen mengikuti silabus yang tertera
pada Recana Perkuliahan Semester (RPS) untuk integral khusus tidak diajarkan. Aplikasi integral
inimeliputi:Notasi berindeks, Tensor danChronecker. Dalam rangka menambah wawasan
pengetahuan maka penulis merasa perlu membicarakan hal ini. Disini akan dibahas tentang
integral-integral khusus dengan menggunakan teknik tensor.

Kata kunci
Integral, Lintasan, Notasi berindeks, Tensor, Chronecker

PENDAHULUAN

Pada tulisan ini akan ditampilkan integral-integral yang jarang dibahas didalam
perkuliahan-perkuliahan kalkulus pada umumnya terutama aplikasi-aplikasi indeksnya.
Disini penulis dalam penyusunan tulisan ini dilengkapi dengan tuntunan dari Prof. Pantur
Silaban, Ph.D. Disamping itu penulis juga sedang berusaha berkonsultasi dengan Prof.
Erwin Sucipto, Ph.D di Bethel College, Indiana Amerika Serikat karena beliau dikenal
oleh penulis sebagai kakak kelas penulis di ITB, 1973. Dengan misi demi pengembangan
penguasaan materi maka penulis memberanikan diri untuk membuat tulisan ini.

METODE
Kajian ini berdasarkan dengan mencoba membuktikan sendiri dari daftar integral dari
Literatur
yang berjudul: “Abromowitz, Milton, and Irene A. Stegun, editors, Handbook of
Mathematical Functions With Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, National
Bureau of Standards, AppliedMathematical Series, 55, U.S. Government Printing Office,
Washington, D.C., 1964. Dimana pada buku tersebut tidak terdapat pembuktian secara
tertulis tentang tabel integralnyadan penulis memilih berdasarkan pengalaman dari teman-
teman dosen yang belumdapat menyelesaikannyasecaraanalitis. Ada 2 jenis pembahasan
yaitu dengan menjawab pertanyaan integraldan dengan membuktikan suatu integral pada
tabel.

Integral Khusus

Invers dan kebalikkan.

Invers dan kebalikkan adalah dua hal yang berbeda jika dipandang secara matematis.
Invers adalah kebalikkan secara fungsi atau kebalikan secara operator. Sedangkan
kebalikkan diartikan sebagai fungsi kebalikkan.

Contoh fungsi kebalikkan:
fungsi kebalikkan 1 5 fungsi kebalikkan 1
y:x y:;,y:x y:—’
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. fungsi kebalikkan fungsi kebalikkan
y =sinx Y =CSCX,Y = COSX y =secx
fungsi kebalikkan fungsi kebalikkan
y =tanx y=cotx,y=C* y=C*
fungsi kebalikkan fungsi kebalikkan
y =10% y=107%, y=¢* y =e ¥ dst
Contoh fungsi invers:
invers 1 invers 1 invers
y=xe—xX=y, ¥y =2 <—>x——,y x+Ce——>x=y—C

2 invers mvers invers
y=x?——>x=+/y,y=sinx ——> x=sin"ly,y=cosx ——x=cos"ly

invers invers invers
y = tanx «——x = tan~ y, Yy = cosecx «—— X = cosec” y, Yy = SeCx X =

sec”ly
invers invers invers
y=ctanx —— x =ctan" 'y, y = C¥ —— x =log. y, y = 10* —— x =log|y|
nvers
y=e* & x = Inly|, dst.

Karena bilangan 10 dan e keduanya lebih besar dari nol, maka y> 0 sehingga untuk
menghindari harga negatip, maka harga y diberi tanda mutlak seperti |y|. Untuk bilangan
dasar C tidak perlu diberi tanda harga mutlak karena bisa saja C berharga negatip.

Contoh invers operator:

-1

invers

d invers .
E[C +F(x)] = f(x) — [ f(x)dx = C + F(x), mengembang <« menciut

. invers L
stationer «—— gerak periodik dst.

Pada contoh terakhir berarti bila diketahui turunan suatu fungsi maka akan diketahui juga
inversnya berupa fungsi asal (sebelum diturunkan) yang diistilahkan sebagai “integrasi”
fungsi.

Sifat-sifat turunan fungsi
Pembahasan: % = tak tentu.
Agar menghasilkan hal tertentu maka jangan nol akan tetapi mendekati nol atau

_ .. limp,_,
populernya limit nol = limyy, oAy, jika: y=f(x), maka: % =
limp o f(x+Ax)—f(x) . flx+Ax)—f(x) . . flx+Ax)—f(x)
- = limpyno——=———— Selanjutnya limp,_—————— =
limp,_o Ax X Ax X Ax
:—x{f(x)} = Ey = d—y = tertentu. Sehingga  didefinisikanlah:
d . f(x+Ax)— f(x) dy ' d _
Y = limyy o= = X =y = y®, ({0} = turunan £(x)

terhadap x dan bentuk invers nya disebut “integral f(x) terhadap x” dengan lambang:
J f()dx.
Sehingga dapat juga diturunkan fungsi-fungsi: f(x)g(x) f(x) dan (f°g)(x)

. a{f(X)g(X)}—f (0)g(x) + f(x)g'(x)atau: {fg}' —fg +fg'

. _{@} _ dj;gjc)(x)g(x)—f(x)di(x) atau-{i}’ _ fla—fg'
dx Lg(x) {g(x)}2 . g{ - g*
o d d

o )= LIflge)] = G 2L I aturan rantai”
Turunan dari fun95| y = gany = M Dengan memakai sifat diatas maka:
dy _ 1+sinx
gx cosx f - |C( cosx )|
Y _ _ Csinx
E_ sinx’ f_ - |1+cosx
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HASIL DAN PEMBAHASAN
Teknik khusus pengintegralan

Untuk mencari jawaban suatupengintegralan dapat ditempuh dengan beberapa cara
yang dinamakan teknik pengintegralan. Ada beberapa teknik pengintegralan yaitucara
parsial, substitusi dan cara penderetan. Ketiga cara ini dipakai untuk teknik-teknik khusus

pengintegralan.

Contoh:
sm3
Jawab:
dx _ 1 _ -1 _ i -1
@ [ oz= oo dx =tanx (cosx) J tanx— (cosx) ™" dx
_ sinx  csinx . 20 o _ sinx sin? x
~ cos?x fcosx(z 1)(COSX) ( Slnx) dx = C(Z)szx fcos3
_ sinx 1—-cos“x _ sinx dx cos“x
~ cos2x f c(;)s3x ;coszx J-cos3 xd+ fcos3x
i i 1+
:smx_f 9; +f xzsmx_f 9; +1n| smx|_|_1 C
cos2x cos x cosx cos?x cos3x
_ sinx 1+sinx sinx
" cos2x fcos3 | |’ atau: fcos3 cosZx fcos3
1+sinx
In¢ cosx
. — sinzx +1InC 1+sinx
x  cos?x cosx
. . dx sinx 1+sinx _ sinx
Sehlngga. fcos3x 2cos?x t3 ln {l Cl } - 2cos?x
1+sinx
C| cosx |
_ sinx 1+sinx
Jadi: fcos3x ~ 2cos2x +1In C| cosx |
Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa:
dx cosXx sinx
(b) fsin3x T 2sinZx ¢ 1+cosx
2. Tentukanlah integral berikut: (a). sm5
Jawab:
@ [ dx = L dx =tanx (cosx)~3 — ftanxi{(cosx)‘?’} dx
cosSx cosZ x cos3 x dx )
_ sinx  rsinx —4 - sinx sin“ x
~ costx fcos ( 3)(COSX) ( Slnx) dx = cos*x 3fcossx
_ sinx 1-cos?x _ sinx 1
" costx Sf cosS x " costx 3fc055 dx +3 J-cos3
i 1+
- 51n4x _ 3f dx + 3< sinx Cl sinx
cos*tx co
sinx 3sinx 1+sinx sinx 3sinx
- cos*x = 2c + 31n \I C| |fc055 4cos*x  8cosZx
3 1+sinx
=In
4 cosx
.. dx _ sinx 3sinx 3 1+sinx
Jadi: fcossx " 4costx ' 8cosZx + 41n cosx
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa:
3 3 i
() f _ cc-)sx __c-osx +3mn sinx
sm5 " 4sin*x 8sinZx @ 4 1+cosx
. a a a a
3. Tentukanlah: (a). f—x+b dx, (b). fx—z—bz dx, (c). fx2+b2 dx dan (d). fx2+bx+c
Jawab:
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(@)

(b)

(©)

(d)

dx dw

f—dx: af — =af— =a(lC+Inw]) = D+aln|x+b| =
D+ lnlx + b|%
Jadi:[ —dx =D +ln|x + b|®

dx _
fo 5z 4 = af x2- b2 - f(x+b)(x—b) - “f{mJ’_}dx
_ fA(x b)+B(x+b)d fo—bA+Bx+bB f(A+B)x b(A+B)d
- (x+b)(x—b) (x+b)(x—b) (x+b)(x—b)

maka: B+ A= Odanb(B A)=a
A=—BdanB — A———B—( B) ZB——maka B——danA———

2b
Sehingga: af{—+—} dx = af{ Z+ }dx
_ a2 _dx a?
=) t2, e b)dx— —Elnlx + b +51n|x —-b|+C
(1 0.2
_a? . — x=b|2p
= in[=3| + c=In =2 + €. Jadi:f %o dx = In +C
. b
fxzjbzdx = ﬁfmdf, dlmana:m = sinf, x = bcote, dx =
~ zed9 make: 3 [ e dx = 5 [ sin®6 (- Jdx =3[ do
- _ = 1(2
=C bcot (b)
1 1
Jadi:[ —— b2 dx=C ——co‘; (b) )
dx=a a =a al
fx2+bx+c fx2+2(§)x+’1—2—b4—2+ f{x2+2(§)x+ll_z}_(b2;4c)

- af dx — af du - af du
(x+2)2_ JoZ—ac\” uz-p? (u+B)(u—p)
2

2

=af(m+ﬁ)du

A(u—B)+B(u+p) Au—-AB+Bu+Bp (A+B)u—-(A-B)B
| g M=l du=al T du,
maka:
A+B =0 atau: A=—B dan (A-B)f=-1, ataw: A—B = ——

Bl
sehingga:

(-B)—B=—-2B=— .

atau: B-—danA-——
B 2B

1 1
. A B — 2B 28 - (1 _
Maka: af( +- )du af<u+B+ )du 23 ( =
u+ﬂ) du
a du a _ a
e e b M == (nlu— Bl = Infu + B) = 1n| |+c
-—2 1 S (=9 | |2vbiztel ¢
- 2\/b2—4c 2u+Vb2—4c " Vb?-ac 2u+vb2—4c
2 2
2_
O T2 DN L G o v c
[l PPy = 2(x+2)+Vb?—4c +
A/ h2—
O G Ll v N e s M
- 2(@)+\/b2—4c H P +
Jadi: [ dx = In [ZEb=Ybr ot b2_4c+c
2+b +c 2x+b+Vb2-4c
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4. Tentukanlah integral berikut:
(@. [vVa+xdx, (b). [Va?—x%dx, (c). [Vx?+4x+3dx dan (d).

[Vx? —a?dx
Jawab:

@) JVaFrde=[(a+xrde=2fd{a+n:)=(@+ni+c
Jadi: [ Va + x dx = (a+x)%-|—C

0) [V =% dx = a [T
acos@—»dx——asm@d@
Maka: afmdx =a [sinf (—asin0df) = —a? [sin? 6 do
=—a?| (% - %cos 29) df = —a? {%f de — %f cos 26 d(zg)}

2

= —a? {% cos™! (g) - i (sin 29)} = —a? {% cos™t (i) — % (2 sin 6 cos 9)}

*2 do, dimana: Y&=*2

. X
=sm9,;=cos€—>x=

= —a? [ cos1 () = L(si = % o1 (X)) 4 etx?
=—a {Zcos (a) 2(sml9cos¢9)}+C— S cos (a) T+
C
_xVa?-x2 a? _1(x
=——— —cos (Z)+C'
2_y2 2
Jadi: [ Va? — x2 dx === —a—cos_1(£)+C
2 2 a
() [VxZ+4x+3dx=[{x2+2Q)x +4}—4+3dx
= [ (x+2)% —1dx, ambilx+2—t maka: [/(x +2)2 —
= [Vt2 — 1 dt, dimana:t = csc O ——— (sin#)~1, maka: dt
- (_ _ C059 71 _ _ _ cos6
= (-=1)(sinf) ?cosf db = d9\/t = cotf = o8 - s
. N Py _ _ cosf) cos 6 _ _ cos? @
Sehmggaf t ldt - fsme sinZ @ do - f51n39
_fl sin? 9
sin3 6
a6 ae in6 Bsin6 et
- _ - _ sin sin — 1+cos @
- fsin39 +fsin9 In |A (1+cos€)| + ln|1+cos¢9 sin 6
|A(1+c059)|
ﬁzm \P .
Sy Iyl R Y I LN [P Py BN G [P o
VAVsin @ \/Z\/l [2] , 2
\/m +cos 14 ti 1 t+\/_/: 2_1
=In | ——|=1In|C L =In|C L
t+Vt?-1

/(x+2)+1/(x+2)2—1 /(x+2)+\/x2+4x+3

Jadi: [ Vx? + 4x + 3dx =In|C !
/(x+2)+\/x2+4x+3

f) [Vx?—a?dx=af xza_az dx
o - cotd, x =acsch = a;e= a(sinf)~!

dx = a(-1)(sinB) > cos § df = —a =" ~df, atau: dx = — COZZ de.
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Sehingga: af < dx = afcotG( COSZZ dG):
a? cos@ (cosb
fsm@ (sm29 9) 5
_ 2 cos? 60 _ 2 1-sin 6’ _ 2 2
fsm36d9_ a f sin3 6 - f d9+a f
__ 2 a2 a?cos 6 ) Csin@ 2 Csin6
a fsin39 fsmB 2sin? 6 a”In |1+c056' ta ln|1+cost9
Vx2=aZ a ——
=qa? +In R B 3 [ Cm Py S
Zz_z 1+ x%-a? 2a? x+VxZ-a?
Jadi:fw/xz—azdx—ﬂ— x+— Vx*-a?
dx
5. Tentukanlah:(a).f N , (b). f\/_z, (c). f\/_dan (d). fm
Jawab:
dx
a (a+x)" de 2 d(a+x)2—2(a+x)2+C
@ [ f
1
ax N 2(a+x)2+C
i L S =
(o) fm f\/_dx, dlnzana.m csc?, Xx=acosf —
dx = —asinfdf, maka:;f\/%dx = —JcscO (—asing do)
sin @ 1 _ 1 _1(x . dx _
__fsmﬂ —EfdG— C— ECOS (E) Jadl.f—,—az_xz Cc
Zcos~ (%
COS (a)
c x, dimanai——— = tanf, x = acscH = —
© \/xz—a Vx d dli \/xza—a2 0 0 sin @
a(sinf)~ "
dx = a(—=1)(sin8) % cosh = — aC:ZS: do
1 a _1 acosG sin@ cos @
Maka';f\/xz—(ﬂ dx —;ftan@( d@) fcosG sinZ 60
sin@ _ 1+cos8\)_ 1+—
- f 51n6 {A (1+cos€)} =In {A ( sin @ )}_ In {A ( 4 )}
=In {A (x+ )g_az )} =In {A (Hx—z_az X £)}: In {A (’“'— ”‘2“12)}
% x a a
. dx  _ x+vVx2—a?
Jadl.f\/ﬁ =In {A (T)}
dx dx dx
@ f =] =J
T e | [l
2_
=f bdxbz ——-= [ o - ,bila:x+§=tdanb - p2
N O N T
X _ _ dt
Maka: dx = dt, sehingga:[ x+_)2_b2_4c = t2-p2
B 2 4
1 .
Efmdtdlmana:
\/tzﬁ_—ﬁz = tanf dan t = PBcsch = siﬁ@ = B(sinf)™! — dt

ﬂdd—g(sin 0)~1deo
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cos @

=B(—=1)(sin@) 2 cos O db= —B Zgdbataudt = —f ——
. 1 B _ cos 6 _ do
Sehlngga.Ef mdt = Eftan 0 (—ﬁ = 9) o = —[—

Asin@
—In
1+cos 6

cos 9

b p\2 b2-4c
_ lnA(th/tz— BZ) _ mal 272 (r+3) -5 —
B Vb2-ac

2

b2 b2
4 2x+b+ fx2+bx+T— e\ InA (2x+b+\/m

Vb2—4c Vb2 ) In \/b2 —4c

b+Vx%+bx+c)
= lnB(Zx + b+ Vx% + bx + ¢) =In[B{(2x + b) + Vx% + bx + c}]
Jadi: [ ———— =In[B{(2x + b) + Vx2 + bx + c}]

In (2x +

Vx2+bx

6. Tentukanlah: (a). fdx\/a + bsin? x dan (b). [ dxVa + b cos? x

Jawab:

(@)

(b)

[dxVa+bsin?x = [dx /b(%+sin2x)=\/5fdx /%+sin2x

Ambil: %+sin2x = u?, 2sinxcosxdx = 2udu = 2sinxd(sinx),

sehingga:
sinx = u dancos x dx = du, maka: Vb [ dx %+ sinx =vb [ u

Ccos X

= \/Bf\/%du = Vbftanxcosxdx = \/Bf::;icosxdx =
Vb [ sinx dx

= —/b(=sinx)dx = —V/b(C +cosx) = —VbC —+Vbcosx = D —
Vb cosx

Jadi: [ dxVa + bsinZx =D — b cosx

[dxvVa+bcos?x=[dx /b{%+coszx}=\/5fdx ’%+coszx

Ambil:% + cos? x =u?, 2 cosx (—sinx)dx= 2 cosx d(cos x) = 2udu

Sehingga: cosx = u, dx(—sinx) = du, sinx = V1 —u?, dx = du_

d —sinx
u
—i-u?
u
Maka:vb [ dx —+cos x= ——\/Efﬁdu
= —Vb [ cotx (—sinx)dx = \/_fdxc?sxﬂnx:\/gfcosxdx
sinx

=vb [ d(C + sinx)=Vb(C + sinx) = CVb + Vbsinx =D + Vb sinx
Jadi: [ dxVa + b cos?2x =D +Vbsinx

7. Bukiikanlah: (a). [dxva+bsinx = D+2vh(sin—cosZ) dan (b).
[ dxVa+bcosx =D + 2V2bsin (g)

Bukti:
(@)

fdx\/m=f\[b{%+cos (x—g)}d(x——) ambil:
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2
jab}
c
|
[u=
|
<
N
U
><
NI:l
N———
U
&
QU
/N
®
|
1
|
N
N
|

Cos —)
2

Jadi: [ dxva+bsinx =D + 2vb (sing — cosg)
0) Jdrlarheoss=2vb[ [(2-1)+ 20052 (2)a(2)

=2V2b /— + cos? (2) d (g), ambil: a—_b + cos? (g) = u?, maka:

2 cos> (— smE) d (E) =2 cosfd (cos 2) 2udu, sehingga: cosE u,

sing = V1 —u? —sin%d(g) = du, —V1 —u? d() = du, d(

A
zg}md@ = 2B [V ()
~2V2b [ —du

- wBfe()anii() 2T Tganid()
2V2b [ cos () a ()

=2V2b (C + sin (g))= 2V2bC + 2V2b sin (g): D + 22bsin (g)
Jadi: [ dxva + b cosx =D + 2v/2b sin (Z)

8. Buktikanlah: [ dx /_+E_D —2{(a+b)(x+c)

Bukti:
a b _ a(x+d)+b(x+c) _ ax+ad+bx+bc
fdxxlm-l_m - fdx\' (x+c)(x+d) - fdxw’x2+(c+d)x+cd
(a+b)x+(ad+bc)
fdx\’ x2+(c+d)x+cd

d+b
\/ (a+b)(x+ad+bc) va+b x+aa+bc

e BT ] o

( \ c+d) (ac+3bc+3ad+bd)
x+ -
2 2(a+b)

_ _ Vu-B
Va+b [dx (x+ﬂ)2_(ﬂ)2 =  Wa+ bfdx\/m
2 2
VA [c—=
Va + bfdum:
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u

C__
_ |a+b NG A - i c+d _ c—d _ ac+3bc+3ad+bd _ B
= Afdumdlmana.x+ U = A dan 20at5) =B, - =

A
C, sehingga:

u

A

IRz
A
b . VC— 6
=—A |2 [ sin0do——>==[A(a +b) [ d9VC —cosf =D —
2+/(a+b)(x+c¢c)

. a b _
Jadi: [ dx /E-I_E_D_Z (a+b)(x+c)

Menghitung panjang lintasan pada koordinat kartesian

dx =du, Acos@ =u, —Asin 6 d6 = du, maka: aTbedu

Dengan menggunakan metoda: s = ff /5ij3'ci9'cjdt atau: s = ff 8;jviv’dt, maka

diperolehpenyelesaian dari contoh soal shb:
1. Partikel bergerakdengan posisi setiap saatnya adalah: x = sin 2t, y = 2 sin 2t dan

z = 3 cos 2t meter, tentukanlah lintasannya dari t = % detik ke t = g detik.
Jawab:

[ T T
s = f;;E ’6l]xlx]dt = ftiz ’5]]x]x]dt = ftizﬂx]xjdt
5 5 5

T s
= [ a VAT + 2202 + 2383dt = [P o/ (62 + (122 + (23)2dt
s 75

- (BTG e [ JE@) (2 + (&) @

= f;#j% (sin 2t))2 + (% (2sin 2t))2 - (% (3 cos 2t))2%(d(2t))

= %ff_n V(2 cos 2t)2 + (4 cos 2t)2 + (6 sin 2t)2d(2t)= 2{sin(60° + ) —
s

sin(72° + m)}
= 2{—sin 60° + sin 72°} = 2{—0,866 + 0,95} = 0,169668 meter. Jadi: s=
0,169668

2. Partikel bergerak dengan posisi setiap saatnya adalah: x = sint, y = sin 2t dan z

= cos 3t meter, tentukanlah lintasannya dari t = g detik ke t = g detik.
Jawab:

s T T
T

JLaVETRT + 22322 + 2333 dt
5
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= ftgzz\/(xl)z + ()2;2)2 + ()2:3)2dt= ftgzz\/(x)z + (y)z + (Z)Zdt —

() + (&) + (&) e

fiz\j<% (sin t)>2 + (% (sin 21:))2 + (% (cos 3t))2 dt

3

2
= f;z\/(cos t)2 + (2cos2t)? + (% (cos t)) dt =

T

f;_E\/cos2 t + 4 cos? 2t + sin? tdt

5

= ff_n\/(cos2 t + sin?t) + 4 cos? 2t dt= %ff_m/ 1+ 4 cos?(2t) d(2t)
_E _E

= ff_n & + cos?(2t) d(2t) = ff—" E + cos2(2t) d(2t), ambil: % + cos?(2t) =
75 75

u?, sehingga:S = —0,0843 meter.

3. Peluru ditembakkan diatas bidang datar dengan laju kecepatan awalv, = 200
rg:;;: dan sudut elevasi 6 = 37°, bila laju percepatan gravitasi bumi g = 10 Z;etif;
tentukanlah panjang lintasan peluru diudara sebelum jatuh ketanahs.

Jawab:

Uraian laju kecepatan peluru:

Voy = Vo cos 6 =200 cos 37° = 200 x % =160 7;:;6]: =,

Voz = Vo sinf = 200sin37° = 200 x % =120 7;;;: maka: v, = vy, — gt
= (120 — 10¢t) 725;:’: pada titik puncak A:v,, = 0= 120 — 10t 4% = 0 — tnaik

=12 detik = t;yruns trotal = tnaix + trwrun = 12 + 12 = 24 detik = At = t, — t4,
sehingga:

2 20 [o i 24 oo 24 s
s= [y [Syxtdidt = [ [§xixidt = [ NxIxidt = [ VX2x? + x3x3dt

24 5 5 24 - T 24
= [V @D+ (@3)2de = [ OV + (2)2dt = [, [vE+vZdt

= [ J160)% + (120 — 106)2dt =
[ N25600 + 14400 — 2400¢ + 100¢%dt
= [2% V40000 — 2400t + 100¢2dt = 10 [ V400 — 24t + tZdt
=10 [ /(400 — 144) + (144 — 2 x 12¢ + t2)dt =
10 [ /256 + (12 — 0)2dt
=10 [ \[(t — 12)2 + 256dt = 10(1|%2,), dimana: I = [/(t — 12)2 + 2564t

- (t—12)/(t—-12)2+256 +781n (t—12)++/(t—-12)2+256
2

16

, maka panjang lintasannya S =

10(11%4,
=10{16 + 781n2 + 120 + 781n 2} = 10{136 + 78In 4}= 1095,173 meter.
4. Peluru ditembakkan diatas bidang miring dengan sudut kemiringan a = 37° yang

menuju kebawah dengan laju kecepatan awal v, = 200 ’Z:;e,: dan sudut elevasi 6
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meter

om0 b . o —
= 377, bila laju percepatan gravitasi bumi g = 10 Ttk

lintasan peluru diudara sebelum jatuh ketanah s.
Jawab:
Uraian laju kecepatan peluru:

meter _

Voy = Vg cos =200 cos37° = 200 x % =160 ——=7v,

Vo, = Vo sin@ = 200 sin 37° = 200 x g =120 ’;‘:ff; maka: v, = (120 —
10t) Z:ffkr, pada titik puncak A: v,, =0 =120 — 10,45 = 0 — tnaie = 12 detik
WA= Vot — 3 9t2qn = 120 X 12 — = X 10 X 144 = 1440 — 720 = 720
meter, CD = OC tan & = Vytopq; tan 37°=120(12 + ttumn)%= 90(12 +
teurun) = 1080 + 90teupun, BD =5 gt2iyun = 5tZuryn, CD = BD — BC, BD =

CD + BC. Atau 5t2,un

= 1080 + 90t,yyn + A’A = 1080 + 90ty + 720 = 1800 + 90t ,yrun, atau:
téurun = 18trurun — 360 =0, (tfurun — 2 X Itiyrun +81) — (81 +360) =0
(tturun - 9)2 —400=0, (tturun - 9)2 =400, tryryn — 9 = £20, ambil: tturun
=29 detik dan t;p¢q; = thairx + trurun = 12 + 29 = 41 detik.

Sehingga: s = [ |63 i dt = [ VAT dt = [ VRZRT 23R dt

tentukanlah panjang

= [ZNGDT+ @D2de = [0 O+ @2dt = [ [vE + v2dt

= [2,7/25600 + (120 — 10t)2dt =
(t-12)/(t-12)2+256 +781n |(t—12)+,/(t—12)2+256|
2

16
Sehingga panjang lintasan adalah:S = 10(I|¢1,) = 10{600,24 + 781n 7,76} =
2198,61meter

PENUTUP
Simpulan
Dari tulisan diatas maka terdapat beberapa simpulan sebagai berikut:

1)

2)
3)

4)

5)

6)

7)

8)

f dx _ sinx 3sinx

3 1+sinx
E_ = Sz < 43 [c |
cos>x  4cos*x 8cos“x 4 cosx

dx _ Ccosx 3 cosx 3 sinx
T N A Y 4
sin® x 4sin*x 8sin?x 4 1+cosx
a
[—dx =D +In|x + b|®
x+b

2

(21_1; a _ a —1(x
+ Cdan [ dx =C —cot (—)

x2+b? b

Vb2—4c

[ dx=ln|

x2_b2

x—b
x+b
2x+b—Vb2—-4c

a
dx =ln|~————
fx2+bx+c 2x+b+Vb2—4c
2

[Vaz —x2dx ==~ a’-x" —a?cos‘1 (g) +C

2

[Vx?+4x+3dx=In|C !

/(x+2)+Vx2+4x+3

5 > _ xVx?%-qa? 2 x+Vx2—a?
[Vx?—a dx=——F—=—a"In—/F}—
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9) [dxVa+bcosx=D + ZV%sin(g)

’a b _ _

Saran

Berdasarkan dari uraian dan kesimpulan diatas maka penulis menyarankan kepada
rekan-rekan pengajar di prodi Pendidikan Fisika khususnya mata kuliah Kalkulus
terutama dalam hal memberikan contoh soal tentang soal-soal integral supaya tidak
semata-mata langsung diberikan berdasarkan tabel integral saja saja, jadi cobalah
diberikan uraian teknik-teknik penyelesaian pengintegralannya agar supaya para
mahasiswa dapat melihat dan belajar sendiri pengerjaan soalnya tidak berdasarkan tabel
semata. Ingat matematika itu bukan doktrin.
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